
ÌÌÈ â àëãåáðå

Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè èñïîëüçóåòñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñïðà-

âåäëèâîñòè óòâåðæäåíèé, êîòîðûå çàâèñèò îò íàòóðàëüíîãî ïàðàìåòðà: 1) äî-

êàçûâàåì óòâåðæäåíèå äëÿ íåñêîëüêèõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé (áàçà èíäóêöèè);

2) ïðåäïîëàãàåì, ÷òî óòâåðæäåíèå óæå äîêàçàíî äëÿ âñåõ íîìåðîâ íå ïðåâîñõî-

äÿùèõ k (ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè); 3) äîêàçûâàåì, ÷òî âåðíî è óòâåðæäåíèå

ñ íîìåðîì k + 1 (øàã èíäóêöèè (âìåñòå ñ ï. 2)). Åñëè òðåòèé ïóíêò óäàëñÿ, òî

óòâåðæäåíèå äîêàçàíî ïî ÌÌÈ.

1. Èçâåñòíî, ÷òî x1 = 1 è xn+1 = 2xn+1. Íàéäèòå ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ âû÷èñ-

ëåíèÿ ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn).

2. Äîêàæèòå òîæäåñòâî 1 · 1! + 2 · 2! + . . .+ n · n! = (n+ 1)!− 1.

3. Äîêàæèòå òîæäåñòâî 12 + 22 + . . .+ n2 = n(n+1)(2n+1)
6 .

4. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè: (1 + x)n ⩾ 1 + nx ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ

n è âåùåñòâåííûõ x ⩾ −1.

5. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ⩾ 3 åäèíèöó ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû

n ðàçëè÷íûõ äðîáåé ñ ÷èñëèòåëåì, ðàâíûì 1.

6. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóþò àðèôìåòè÷åñêèå ïðîãðåññèè ëþáîé êîíå÷íîé

äëèíû, ñîñòîÿùèå èç ñòåïåíåé (áîëüøå ïåðâîé) íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

7. Âåùåñòâåííîå ÷èñëî x òàêîâî, ÷òî x + 1
x ∈ Z. Äîêàæèòå, ÷òî xn + 1

xn ∈ Z
ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n.

8. Äîêàæèòå, ÷òî 1− 1
2 + 1

3 − . . .+ 1
2n+1 − 1

2n = 1
n+1 + 1

n+2 + . . .+ 1
2n .

9. Äîêàæèòå, ÷òî 1 < 1
n+1 + 1

n+2 + . . .+ 1
3n+1 < 2.

10. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n òàêèõ,

÷òî n | 2n + 1.

11. Äîêàæèòå, ÷òî èç ëþáûõ 2047 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ìîæíî âûáðàòü 1024 ÷èñ-
ëà, ñóììà êîòîðûõ äåëèòñÿ íà 1024.

12. Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n âû÷èñëèòå ñóììó âñåõ äðîáåé âèäà 1
xy ,

ãäå x, y � âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî 1 ⩽ x, y ⩽ n < x+ y.

13. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî 1 + 1
4 + 1

9 + . . .+ 1
n2 < 17

10 .

14. Äîêàæèòå, ÷òî

√
2

√
3

√
4
√
. . .

√
n < 3 äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n.

15. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî ìåæäó ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì è ñðåäíèì ãåîìå-

òðè÷åñêèì: n
√
x1x2 . . . xn ⩽ x1+x2+...+xn

n äëÿ ëþáûõ íåîòðèöàòåëüíûõ âåùå-

ñòâåííûõ ÷èñåë x1, x2, . . . , xn.

16. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a1 ⩽ a2 ⩽ . . . ⩽ an òàêîâû, ÷òî 1
a1

+ 1
a2

+ . . . + 1
an

= 1.

Äîêàæèòå, ÷òî an < 2n!.

17. ×èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a1, a2, . . . îïðåäåëåíà ðàâåíñòâàìè a1 = 1,
a2 = −1, à äëÿ âñåõ n ⩾ 3: an = −an−1 − 2an−2. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè âñåõ

n ⩾ 1 ÷èñëî 2n+2 − 7a2n ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì êâàäðàòîì.


